MD2, SEPTIEMBRE. 2002. DEDUCCION, 70% DE LA NOTA FINAL !

1. Deduce el tipo de la expresion:
[A,B:Prop; H:(A/\B)]Cases H of (conj HO _) => HO end
sabiendo que:
Inductive and [A : Prop; B : Prop] : Prop := conj : A->B->A/\B

Resultado Se trata de un programa que toma A,B:Prop y nos devuelve el programa que a un H: A/\B
le hace corresponder la parte de A que compone H. Es decir, H ha de ser de la forma (conj HO H1)
con HO:A y H1:B. Por lo tanto el tipo pedido sera

(A,B:Prop) ((H:A/\B)A)
que, dado que A no depende de H, puede escribirse de forma mas sencilla como:
(A,B:Prop) ((A/\B)->A)
0, eliminando paréntesis innecesarios:
(A,B:Prop)A/\B->A
2. Dado el tipo

Coq < Inductive lista:nat -> Set :=
Coq < lista_1: (lista 0)
Coq < |lista_c:(n:nat) (A:Set)A->(lista n)->(lista (S n)).

e si x:nat y t:bool, deduce el tipo de
(lista_c (1) nat x (lista_c 0 bool t (lista_1))).

Resultado Se trata de la utilizacién del constructor lista_c para construir un valor del tipo
(lista (S n)) para algin n. Para saber cudl, basta ver el primer argumento que se le pasa
al constructor que es (1) de modo que, si el resto de los argumentos tienen los tipos correctos,
entonces el tipo resultante serd (lista (2)). ;jSon los otros argumentos de los tipos adecuados?
En efecto, nat:Set, (1) :nat y (1ista_c 0 bool t (lista_1)) es de tipo (lista 0) como es
facil ver.

e ;qué clase de objetos representa este tipo?
Resultado Un 1: (1ista n) representa una lista heterogénea de longitud n.
e simplifica la expresién siguiente y calcula su tipo:

([n:nat; _:(lista n)lnat (2) (lista_c (1) nat x (lista_c 0 bool t
(lista_1))).

Resultado Se trata de la aplicacién del programa [n:nat; _:(lista n)]nat a dos argumentos
del tipo esperado. Este programa, como se ve, hace corresponder lo mismo (nat) a cualesquiera
argumentos. Asi pues, toda esta expresion se reduce a nat que es de tipo Set.

e definiendo:
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Fixpoint G [n:nat; 1:(lista n)] : nat :=
Cases 1 of
lista_1 => (1)
| (lista_c nO A _ 10) => (S (G n0O 10))
end.

calcula el resultado de las dos expresiones siguientes:

(G (5) (lista_c (1) nat x (lista_c 0 bool t (lista_1)))).
(G (2) (Qista_c (1) nat x (lista_c 0 bool t (lista_1)))).

Resultado En la primera, el primer argumento no coincide con la longitud de la lista y por lo
tanto dard un error.

En la segunda, el resultado sera la longitud de la lista mas uno, es decir (3).

teniendo en cuenta que el tipo de 1lista_rec es

(P: ((n:nat) (1ista n)->Set))

(P (0) lista_1)

->((n:nat; A:Set; a:A; 1:(lista n))

(Pnl1l)-> (Sn) (lista_cn A a 1)))
->(n:nat; 1:(lista n))(P n 1)

reescribe la funciéon G usando este esquema recursivo.

Resultado El primer argumento es P, y como el resultado de la funcién que intentamos obtener
debe ser nat y del tipo (n:nat; 1:(lista n))(P n 1), es claro que P debe ser:

[n:nat; _:(lista n)]lnat

El siguiente argumento debe ser un término de tipo (P (0) lista_1) es decir, de tipo nat. Y
,qué valor debemos elegir? pues el valor que debe devolver nuestro programa en el caso de que
se aplique a 1ista_1. Pues bien, para que este valor coincida con el que nos daria G, deberd ser

(0.

Andlogamente, se puede ver que el tercer argumento es:
[n:nat;A:Set;a:A;1:(lista n)] [x:nat] (S x)).
de modo que:

Definition Gr:=(lista_rec

[n:nat; _:(lista n)]lnat

(1

[n:nat;A:Set;a:A;1:(lista n)] [x:nat] (S x)).

Auque esto no forma parte de la respuesta que se espera en el examen, lo que sigue seria una
posible demostracion de que G y Gr funcionan exactamente igual:

Goal (n:nat; 1:(lista n))(G n 1)=(Gr n 1).
Proof.

Intros.

Elim 1.

Simpl.

Trivial.

Intros.
Simpl.
Rewrite H.
Trivial.
Qed.



3. Explica el fundamento del concepto de ”tactica’e ilistralo con algunos ejemplos
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1. Sea a,, el nimero de formas distintas de distribuir n bolas idénticas en m cajas numeradas, siendo m
un numero natural fijo, de forma que cada caja contenga una o dos bolas. Calcula la funcién generatriz
de la sucesién {ay} y los valores de a,, n > 0.

Resultado

f@) = (z+a?)™ =34, (F)a* (@) F = 34, (F)2*™* meN

an es el coeficiente de grado n de f(z) y valdra, (5" )= (,"

) sim <n<2mé0 en otro caso.

2. Sea b, el nimero de listas de longitud n formadas con los simbolos {0, 1, 2, 3} que tienen un nimero
impar de ceros.
a. demuestra que b,4+1 = 2b, +4", n > 1.

b. utilizando funciones generatrices calcula el valor de b,.

Resultado

a) Sea @ = aq Ay ...ap aptq una lista valida de longitud n + 1

caso 1. apy1 es 1, 20 3; entonces a1 as . ..qp, es una lista valida de longitud n y viceversa. De
este tipo hay 3b,.

caso 2. ayp11 = 0; entonces a; oo ...q, es una lista no vélida de longitud n y viceversa. De
este tipo hay 4" — b,,.

En total habra 3b, + (4™ — b,) = 2b, +4" con n > 1. Dado que by = 0 y b; = 1 se puede ampliar
la relacién para n > 0.

b) byi1 = 2b, +4" y byt = 20,2 + 472" con n > 1.
Sumando todas las igualdades para n > 1

[e's) 00 0o
Z bn_Hanrl — Z ananrl + Z 4nxn+1
n=1 n=1 n=1

O sea

o0 [o¢] o0
Z anm”H =2z Z bpx™ 4+ x Z 4"z
n=1 n=1 n=1

Sea f(x) = > 02 ybpaz™ con by =0y by = 1. Entonces se tiene

f(@) =& =2z f(x) + x( —1) =2zf(z) +

— T

1—4x 1—4x

por tanto

© 1212

IO =Gt 1oz 1-

by, serd el coeficiente de z™ de f(x) :

1
by = 5(4" —2") n 0.

Se puede ahora comprobar el resultado razonando por induccion:
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by = 3(4°—2%) =0, by

1

-2

bn+1 = 2bn + 4n =

(4—2) =1y, suponiendo que b, = 3(4" — 2") entonces:

1 1
AT = 2N AT = 24T 27 = (447 - 227) = 5(4"+1 — ot



