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1. Deduce el tipo de la expresién:
[A:Prop; H:(A\/"A->A); HO:("A)]J(HO (H (or_intror A ~A HO))).
sabiendo que:

Inductive or [A:Prop; B:Prop] : Prop :=
or_introl : A->(or A B) | or_intror : B->(or A B)

Resultado
(A:Prop) (A\/7A->A)->""A

dado que (or_intror A ~A):"A->A\/"Avy, siendo HO: (TA), se tiene que (or_intror A ~A HO):A\/~A.
Entonces el tipo de (H (or_intror A ~A HO)) serd Ay, como HO:A->False, el tipo de la expresidn
(HO (H (or_intror A “A HO))) serd False. Asi pues, en virtud de la regla lam de tipado, se tiene que
el tipo pedido sera:

(A:Prop; H:(A\/~A->A); HO:("A))False
Pero, como en False no figura HO se puede escribir:
(A:Prop; H:(A\/"A->A)) ("A)->False
y como en (~A)->False no figura H se puede escribir:
(A:Prop) (A\/"A->A)->("A)->False

2. Explica el siguiente comportamiento de coq:

Fixpoint suma [n:nat] : nat->nat :=
[m:nat]Cases n of

0=>m
| (8 p) => (S (suma p m))
end.

suma is recursively defined

Fixpoint suma [n:nat] : nat->nat :=
[m:nat]Cases m of

0=>n
| (8 p) => (S (suma n p))
end.

Error:
Recursive call applied to an illegal term
The recursive definition suma :=
[n,m:nat]Cases m of
0=>n
| (S p) => (S (suma n p))
end is not well-formed
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Resultado Coq tiene un mecanismo para prevenir la construccién de programas recursivos, definidos
sobre tipos inductivos, que no terminen. Para ello, se basa en el orden estructural de los elementos del tipo
inductivo y comprueba que las llamadas al programa, dentro del cuerpo del mismo, se hacen siempre sobre
valores estructuralmente menores que el que se pasa al programa.

En este caso, tratamos de definir la funcién suma sobre el tipo inductivo nat (cuyo orden es 0 < (S 0)
.n < (8 n)), como funcién de un argumento n y que nos devuelve una funcién de nat->nat.

La primera implementacién es correcta porque el cdlculo (suma (S n)) se hace llamando a (suma n)
(con un (primer) argumento menor).

La segunda no pasa el test de terminacién porque el cdlculo (suma (S n)) se hariallamando a (suma (S n))
otra vez (con un (primer) argumento igual).

. Consideremos el tipo:
Inductive tree_nat:Set :=
hoja:nat->tree_nat
|cons:tree_nat -> tree_nat -> tree_nat.
Sabiendo que:
tree_nat_rec
(P: (tree_nat->Set))
((n:nat) (P (hoja n)))

->((t:tree_nat) (P t)->(t0:tree_nat) (P t0)->(P (cons t t0)))
->(t:tree_nat) (P t)

define, utilizando este esquema recursivo, una funcién sumar_tree que sume todas las hojas de un t de
tipo tree_nat.

Resultado Como el resultado (sumar_tree t) ha de ser de tipo nat, sabemos que
sumar_tree:tree_nat -> nat

Por lo tanto, como el resultado de aplicar tree_nat_rec a sus tres argumentos ha de ser de tipo
(t:tree_nat) (P t), deducimos ya, que P (que es de tipo tree_nat->Set) ha de ser la funcidn constante
que a cualquier drbol de tree_nat le hace corresponder nat (que, efectivamente, es de tipo Set):

P = [_:tree_nat]lnat

Tenemos asi el primer pardmetro para tree_nat_rec. Ahora, como segundo ingrediente hemos de tomar
algo de tipo (n:nat) (P (hoja n)), es decir, de tipo (n:nat)nat, o lo que es lo mismo (dado que n no
figura en nat), de tipo nat -> nat. ; Qué elemento debemos de tomar? Dado que estamos en el caso en
el que el arbol es una hoja, nuestra funcién, en este caso, debe devolver el mismo nidmero que figura en
esa hoja, por lo tanto el segundo ingrediente sera:

[n:natln

Ahora debemos tomar un elemento que tenga de tipo:

(t:tree_nat) (P t)->(t0:tree_nat) (P t0)->(P (cons t t0))

es decir, con nuestro P concreto:



(t:tree_nat)nat->(t0:tree_nat)nat-> nat
que, simplificado (productos no dependientes) queda:
tree_nat -> nat-> tree_nat -> nat-> nat

De nuevo, jqué elemento debemos de tomar? Para responder a esta pregunta hemos de pensar que lo que
tenemos que construir aqui es una funcidén que a un t:tree_nat, a un st:nat, a un tO:tree_nat y a un
stO:nat le hace corresponder un ndmero de tal forma que si st es la suma de las hojas de t y stO es la
suma de las hojas de t0, entonces ese nimero debe ser la suma de las hojas del arbol (cons t t0). Asi
pues la funcién sera:

[t:tree_nat] [st:nat] [t0:tree_nat] [stO:nat] (plus st st0)
Por lo tanto, la respuesta a la pregunta es:

Definition sumar_tree :=

(tree_nat_rec [_:tree_nat]lnat

[x:nat]x

[t:tree_nat] [st:nat] [t0:tree_nat] [stO:nat] (plus st st0)).

Por ejemplo:

Require Arith.
Definition tree_natl:=(cons (hoja (8)) (hoja (9))).
Definition tree_nat2:=(cons (hoja (1)) (hoja (0))).
Definition tree_nat3:=(cons tree_natl tree_nat2).
Coq < Eval Compute in (sumar_tree (hoja (2))).
= (2)
([_:tree_natlnat (hoja (2)))

Coq < Eval Compute in (sumar_tree tree_natl).
= (17)
([_:tree_nat]lnat tree_natl)

Coq < Eval Compute in (sumar_tree tree_nat2).
= (1)

([_:tree_nat]lnat tree_nat2)
Coq < Eval Compute in (sumar_tree tree_nat3).
= (18)
([_:tree_nat]lnat tree_nat3)
Téngase en cuenta que:
Eval Simpl in ([_:tree_natlnat tree_natl).
= nat

Set

4. Explica el significado de las tacticas E1im y Case. lldstralo con algtlin ejemplo.
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1. Calcula la funcién generatriz de la sucesién a,, n € N, donde a, es el nimero de formas de obtener la
suma n cuando se lanzan nueve dados diferentes. Calcula aos.

Resultado Se trata de calcular el coeficiente del término de grado 25 del polinomio:

que es lo mismo que:

f(x) = (x+ 2%+ 2> + 2* + 2° + 25)°
o [1—ab ?
x
1-2z
1-269
=)

(=) = a0 (125)" = (1= Qa4 a2 — ) (S (1))

Por lo tanto, ass = 1(35) — () (1) + (5) (}) = 1385 — 91hes; + 3642, = 359469

Asi pues, ass = coef de 216 en (

2. Halla la soluciéon de la relacién de recurrencia
ap — 2ap—1 + ap—2 = 27172’ n>2
con las condiciones iniciales ag =2y a1 = 1.

Resultado

Formamos la expresion:
anx™ — 2an_12" + ap_ox™ = 222", n > 2

y, sumando:
o x o oo
Z anpx" — 2 Z ap—1z" + Z Ap—ox" = Z M2y > 2
n=2 n=2 n=2 n=2

es decir:

o0 o0 (o] (o]
Z anx” — 2x Z ap_12" "t + 22 Z Apox™ 2 = 2? Z on=2pn=2 > 9
n=2 n=2 n=2 n=2

Sea f(x) = > ;2 anx™, entonces se tiene:

(F@) ~ 2= 2) = 20(1(a) = 2) + 2P (o) = P
de donde: 2
(1 =20+ 2%)f(2) = 5 —3r+2
y se obtiene:
22 2 — 3z

T@) = gz T a2

Ahora, con esta fraccién generatriz podemos seguir de dos formas:

Opcién a)
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Descomponemos en fracciones simples el primer sumando:

x? _a b ¢ a(l—=z)?+b(1—2z)(1—2z)+c(l —2x)
I—20)1—2)? 1-2¢ 1—2 (=22 (1—22)(1 —2)? !

de donde, igualando 22 = a(1 — )% + b(1 — 22)(1 — z) + ¢(1 — 2x) se tiene:

r=1 ; c=-1
=0 ; a+b+c=0yb=0
r=1/2 ; a=1

obteniéndose:

1 -1 2-3r 1 1 ~3z
Rl el e R gl P e Rl G

1
n = 2”+<n+ )—3( " >;n21
n n—1

ag = 14+1-0=2
ap, = 2"+ n+1)=-3n=2"-2n+1;n>1

por lo tanto

Comprobemos que este resultado es correcto. Claramente es cierto paran = 0y n = 1. También para
n=2puesay=4—4+1=1y21—-2+222=1,

Supongamos ahora, por induccidn, que es cierto para cualquier k& < n. Entonces,
n =20p 1 —Gpo+2"2=22"1 —2(n—-1)4+1)— (2" 2 -2(n—-2)+1)+2"2=2"—2n+1
Opcién b)

2+ (2-32)(1-22) 2-Tzx+T7* a b c
J@) = =G i —s? ~U-mi-ap 1-2 1oz a-ap

de donde, igualando 2 — 7z + 722 = a(1 — x)? + b(1 — 2z)(1 — x) + ¢(1 — 27) se tiene:

r=1 ; c=-2
r=1/2 ; a=1
z=0 ; 2=a+b+cyb=3

obteniendose:

por lo tanto

)—2”—2(n+1)+3—2“—2n+1



