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Calculo de predicados

o El Calculo de Predicados, o Légica de Primer Orden, permite hablar
de individuos y sus relaciones.

@ El término “Primer Orden” significa que podemos cuantificar sobre
individuos utilizando V (para todo) y 3 (existe). Por ejemplo,
Vx (Hombre(x) — Mortal(x)).

@ La Logica de Segundo Orden permite cuantificar sobre relaciones.

o Hay légicas de orden superior...
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Sintaxis: Signatura

Signatura en Légica de Primer Orden: ~ = {C, F,R,J} donde
@ (C, conjunto de constantes,
@ F, conjunto de funciones,
@ R, conjunto de relaciones o predicados,
@ §: FUR — ZT, indica el grado o aridad de cada funcién o predicado.

Ejemplo:
e C={l{,mw,j,v,s,d}
e F = {sig, min}
e R = {lab, anterior}
e i(sig) =1, 6(min) =2,
d(lab) = 1, o(anterior) = 2.
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Sintaxis: Signatura

Signatura en Légica de Primer Orden: ~ = {C, F,R,J} donde
@ (C, conjunto de constantes,
@ F, conjunto de funciones,
@ R, conjunto de relaciones o predicados,
@ §: FUR — ZT, indica el grado o aridad de cada funcién o predicado.

Ejemplo:
o C={0,1}
e F = {siguiente, suma, producto}
® R = {menor, par}
@ O(siguiente) =1, §(suma) = 2, §(producto) = 2,
d(menor) =2, 6(par) = 1.

Légica-GIA Curso 2022-2023 4/23



Sintaxis: Términos

Los términos son las expresiones del lenguaje que se identifican con posibles
objetos del mundo.

@ Se define un término como:
@ una constante c,
e una variable x,
e una expresion f(ty,...,t,) con f € F, 6(f) = n, y donde cada t; es, a
su vez, un término.
> SiC={{mw,j,v,s,d}, F = {sig,min}, R = {lab, anterior}
@ son términos:
o/
e sig(x)
e min(sig(x), v)
e sig(min(m, d))
@ no son términos:
o lab(x) (lab ¢ F)
o sig(m,v)  (6(sig) #2)
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Sintaxis: Términos

Los términos son las expresiones del lenguaje que se identifican con posibles
objetos del mundo.

@ Se define un término como:
@ una constante c,
e una variable x,
e una expresion f(ty,...,t,) con f € F, 6(f) = n, y donde cada t; es, a
su vez, un término.
> Si C ={0,1}, F = {siguiente, suma, producto}, R = {menor, par}
@ son términos:
1, x
suma(x, 1)
siguiente(suma(x, 1))
suma(producto(x, 0), siguiente(z))

@ no son términos:

e menor(0,1) (menor ¢ F)
o suma(menor(0,1),1)  (menor(0,1) no es un término)
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Sintaxis: féormulas

Las férmulas son las expresiones que se identifican con afirmaciones sobre
los objetos del mundo, y tendran la posibilidad de ser evaluadas como
verdaderas o falsas.

@ Las férmulas se construyen combinando la signatura con
o los operadores —, A, V, —, <
o los cuantificadores V, J
e variables: x, y, z,...

e simbolos auxiliares: (y )

> En un LPO no puede haber simbolos comunes entre los conjuntos de
variables y constantes, ni entre los simbolos de funcién y de predicado.
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Sintaxis: féormulas

Una férmula bien formada (fbf) se define como:
@ cualquier atomo o férmula atémica
P(ty,...,ty), con P € R, §(P) = ny cada t; un término.
@ si o, (3 son fbf, entonces —a,a A 3,0V 3,0 — By a <+ 3 son fbf
@ si o es una fbf, entonces Vx o y 9x «v son fbf

> Para C = {{,m,w,j,v,s,d}, F = {sig,min} y R = {lab, anterior}

@ son férmulas:
lab(x)
anterior(x, £)
lab(x) — anterior(x, )
Vx [lab(x) — anterior(x, ()]
@ no son férmulas:
e min({,y) (min ¢ R)
o anterior(¥, lab(s))  (lab(s) no es un término)

Légica-GIA Curso 2022-2023 8/23



Sintaxis: féormulas

Una férmula bien formada (fbf) se define como:

@ cualquier atomo o férmula atémica
P(ty,...,ty), con P € R, §(P) = ny cada t; un término.

@ si o, (3 son fbf, entonces —a,a A 3,0V 3,0 — By a <+ 3 son fbf

@ si o es una fbf, entonces Vx o y 9x «v son fbf

> Para C = {0, 1}, F = {siguiente, suma, producto}, R = {menor, par}

@ son férmulas:

par(1),

menor(x, 1)

par(x) — menor(x,1)

Vx [ par(x) — menor(x,1)]

@ no son férmulas:

e suma(l,y) (suma ¢ R)
o menor(0, par(x))  (par(x) no es un término)
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Sintaxis: Variables libres y variables ligadas

@ Una variable x es libre (resp. ligada) en una férmula cuando:

@ en un atomo:

toda variable es libre
e en—a, aANfB, aVp, a—f, a+ [

x es libre (resp. ligada) si, y sélo si, lo esen a0 en .
e en dxa, Vxa:

x ligada; y libre (resp. ligada) si, y sélo si, lo es en a.

o Las férmulas sin variables libres se llaman férmulas cerradas o
sentencias

> Una variable puede ser libre y ligada a la vez en la misma férmula
[Vx (P(x) = Q(x,y))] = [Ty (P(y) = Q(z,x))]

libres: x,y,z; ligadas: x,y
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Semantica: Interpretacién

Una interpretacién / (para la signatura = {C, F,R,d}) es un par (D, /)
donde:

@ D es un conjunto no vacio, denominado dominio o universo,

@ / es una funcién definida sobre los simbolos propios del lenguaje:

e para cada constante ¢ € C,
c; es un elemento de D,
e para cada f € F con 6(f) = n,
fi: D" — D es una funcién n — aria en D,
e para cada P € R con §(P) = n,
Pp: D" — {F. T} es una aplicacién
(identificamos P = {(dy. - ,d,) € D" | P/(dy,--- .d,) = T} C D")

Una asignacién o (para una interpretacion /) es una aplicaciéon que asigna,
a cada variable x, un elemento o (x) del dominio D.
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Semantica: Ejemplos de interpretaciones

Para C = {0}, F = {sig, suma}, R = {menor},
0(sig) =1, 6(suma) =2, §(nenor) = 2.
> Una posible interpretacién esta dada por:
e D=N
e 0, =0
@sigi: N—-N, n~n+1
sumaj: NxN—=N, (n,m)~n+m

menor; = {(n,m) e N x N | n < m}

> Otra interpretacién para la misma signatura:
e D = {0.1}", conjunto de las cadenas binarias
@ 0, — ), cadena vacia
esigi:D—-D, w~wl
sumay: D < D — D, (w.w')~ ww, concatenacién
e menor; = {(w,w') € D x D | w es prefijo de w'}
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Semantica: Evaluacién de términos

La evaluacion v ,(t) de un término t con respecto a una interpretacion / y
una asignacién o se define como:

c si t es una constante ¢
vi(t) =< o(x) sit es una variable x
fi(vig(t), ..., vio(ts)) sit esf(ti,...,tn)

La evaluacién de un término t es siempre un elemento del dominio:

v/ ,(t) € D, para todo término t
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Semantica: Ejemplo de evaluacion de un término

Para C = {0}, F = {sig,suma}, R = {menor}
o D=N
o O/ZO
@ sigi:N—-N, n~n+1
suma;: NxN—= N, (n,m)~n+m

Para el término t = suma(sig(0), x) y la asignacién o(x) = 3

Vio(t) = v ,(suma(sig(0), x))
sumay ( v o (sig(0)), vi»(x) )
sumay ( sigi(0), 3)

= suma;(0+1, 3)

= 143

= 4
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Semantica: Evaluacién de una férmula

Si o Var — D es una asignaciéon y d « D, o[x <« d| representa la
asignacion definida por

d siz=x
obe—dl(z) = { o(z) si siz#x
La evaluacién v, ,(«) de una férmula « respecto a /'y o se define como:
) V/_W(P(tl, RN t,,)) = T sii :D/(V/_{T(tl), B V/_(T(t,,)) =T

o v/ (ma)y v (ax ) conx € {A, V, =, <>} se definen como en el
caso proposicional

o v/, (Vx a) = T sii, paratodo d © D, v/ ;o gla) = T
® v/ (Ix a) = T sii, para algtn d < D, vj ;. g(a) = T
La evaluacién de una férmula cves F o T
Vio(a) © LF, T} para toda férmula o
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Semantica: Ejemplo

ParaC={{,m,w,j,v,s,d}, F = {sig,min} y R = {lab, ant},
Definimos una interpretacién / con:

o D=1{1,2,3,45,6,7}
e /i=1m=2w3=3,j))=4,vy=5,5=6,d =7
@ sig;: D— D, n~sig(d)=7d+1,
min; : D x D — D, (n,n") ~ minimo{n, n'}
@ /abj=1{1,2.3,45} CD
ant; = {(n,n’) | n < n'} C D?
Evaluacion de términos:
e vi(m)=m =2
o vi(sig(d)) = sigi(vi(d)) = sigi(d)) = sigi(7) = 1
e v/(min(sig(d), m)) = min;(v,(sig(d)), vi(m)) = minimo{1,2} =1
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Semantica: Ejemplo

ParaC={¢,m,w,j,v,s,d}, F = {sig,min} y R = {lab, ant}, con |
o D=1{1,2,3,45,67)
@l =1, m=2ws=3,j))=4 vi=5,5=6,d =7
@ sigi: D— D, n~sigi(d)=7d+1,
min; : D x D — D, (n,n’) ~ minimo{n,n'}
o lab = {1,2,3,4,5} C D
ant; = {(n,n') | n < n'} C D?

Para la formula oo = Vx ant(/, x):

vi(a) = T porque,
para todo n < D, ant/(/},

n)=ant/(1,n)=T
(es decir, para todo n€ D, 1 < n)
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Semantica: Ejemplo

ParaC={¢,m,w,j,v,s,d}, F = {sig,min} y R = {lab, ant}, con |
o D=1{1,2,3,4,5,6,7}
@l =1, m=2ws=3,j))=4 vi=5,5=6,d =7
@ sigi: D— D, n~sigi(d)=7d+1,
min; : D x D — D, (n,n’) ~ minimo{n,n'}
e lab = {1,2,3,4,5} C D
ant; = {(n,n') | n < n'} C D?

Para la formula oo = Vx ant(w, x):

vi(a) = F porque,
para n— 1 D, ant)(3.n) = F
(ya que 1 < 3; podria tomarse también n =1 0 n = 2)
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Semantica: Ejemplo

ParaC={¢,m,w,j,v,s,d}, F = {sig,min} y R = {lab, ant}, con |
o D=1{1,2,3,4,5,6,7}
@l =1, m=2ws=3,j))=4 vi=5,5=6,d =7
@ sigi: D— D, n~sigi(d)=7d+1,
min; : D x D — D, (n,n’) ~ minimo{n,n'}
e lab = {1,2,3,4,5} C D
ant; = {(n,n') | n < n'} C D?

Para la férmula ov = 3x ant(w, x):

vi(a) = T porque,
para n =4, ant/(3.n) =T
(para n =4, 3 < n. Podria considerarse n = 4,5,6,7)
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Semantica de sentencias

@ Un término parcialmente evaluado (PE-term) es:

una constante ¢

una variable x

un elemento del dominio d

una expresion f(ty,...,t,) con §(f) = n siendo cada t; un término
parcialmente evaluado.

Un PE-term es ground si no tiene variables

e Ejemplo: Dado el dominio D — [ 8. 5.8 8 @8},
f(3,8)y f(f(@,x),6) son PE-terms

e Cualquier término, por ejemplo 7(3,y), es también un PE-term.

@ Una sentencia es una fbf que no tiene variables libres.
Una PE-sentencia es una sentencia que admite PE-terms en lugar de
términos.

e Ejemplo: Vx(P(x) — P(f(x,8)))
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Semantica de sentencias

@ Si o es un PE-term « ground, la evaluacién v;(«) de o con respecto a

una interpretacion / se define como:

e v/(c) = ¢, para cualquier constante ¢
e v/(d) = d para cualquier elemento del dominio d € D

o V/(f(tl, ey tn)) = )C/(V/(tl) ..... V[(tn))

@ Una interpretacion / satisface una PE-sentencia
«, escrito | =, o cuando:
o / ‘:P(tl,...7t,,) sii P/(V/(tl) ..... V/(t,,)): T
e =, A, V, —, <> como en el caso proposicional
o | =Vx arsii | =afx/d] para todo d € D
o | =3x asii | =afx/d] para algan d € D
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Semantica de sentencias

e Ejemplo. Vx (Even(x) — —Even(x + 1)). Sea /:
D={008688808

=082, =83 =084 =85 =80 =08

d -+ e es el resultado de (d + e — 1) mod 6 + 1 usando d, e como los
valores niimericos en los dados. Por ejemplo: @+, 8 — @

Even,(d) = {(@®), (), (@)}

| =Vx (Even(x) — —Even(x + 1)

sii | =Even(B) — —Even(B + 1)
and / =Even(@) — —Even(@+ 1)
and /| =Even(8) — —Even(@ + 1)
and / =Even(@) — —Even(@+ 1)
and /| =Even(8) — —Even(@ + 1)
) @+1)

and | =Even(B) — —Even(@ + 1
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Semantica de sentencias
e Ejemplo. Vx (Even(x) — —Even(x + 1)).

| = Even(@) — —Even(@+ 1)
sii | [~ Even(B) or | = —Even(@+ 1)
sii (@) & Even; or (@ +,1,) & Even,
sii (B) ¢ Even, or (B +,8) & Even,
sii (@) & Even; or (B) & Even,
—

true

| = Even(@) — —Even(@8+ 1)
sii | [~ Even(BB) or | = —-Even(@+ 1)
sii (B) & Even; or (B+,1/) & Even,
sii (@) ¢ Even, or (8+, @) & Even,
sii (@) & Even; or (B) & Even,
—

true
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